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Estimación mı́nimo cuadrática en

modelos con fallos aleatorios

Josefa Linares Pérez

Rector Magńıfico,

Excmo. Sr. Presidente,

Excmos. e Ilmos. Sres. Académicos,

Señoras y Señores:

Mis primeras palabras, al comienzo de este acto de ingreso en la Academia

de Ciencias Matemáticas, F́ısico-Qúımicas y Naturales de Granada, han de

ser de sincera y profunda gratitud a los miembros de esta Academia por

aceptar, a propuesta de la Sección de Matemáticas, mi ingreso entre sus

miembros. Esto supone para mı́ una gran satisfacción y, sobre todo, un

inmenso honor, que deseo agradecer públicamente.

Asimismo, y como muestra de reconocimiento a la confianza con que los

miembros de esta Academia me han distinguido, deseo expresar mi disponi-

bilidad para trabajar y colaborar con toda mi ilusión en cuantas tareas la
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Academia estime que pueda ser de utilidad para la consecución de sus ob-

jetivos. Les aseguro que no me faltará entusiasmo, ni ahorraré esfuerzos ni

dedicación.

Deseo reconocer y agradecer de manera muy especial al profesor Ramón

Gutiérrez Jáimez, Presidente de la Sección de Matemáticas, su constante

apoyo en toda mi carrera universitaria. Él ha sido mi maestro desde el inicio

de la misma, cuando, bajo su dirección, obtuve una beca de investigación que

culminó en la defensa de la tesis doctoral. Puedo afirmar que su indiscutible

calidad profesional, aśı como su gran calidad humana, han marcado las suce-

sivas etapas y logros de mi vida universitaria, entre los cuales el ingreso en

esta Academia es uno de los más importantes.

Es también, no sólo tradicional sino de rigor, dedicar unas palabras al

que va a ser mi padrino de ingreso en este solemne acto de toma de po-

sesión, el profesor Andrés González Carmona, Vicepresidente de la Académia.

Quiero agradecer públicamente la aceptación, por su parte, del encargo de la

Academia de realizar el discurso de contestación, y manifestar la satisfacción

que ello me produce ya que para mı́ Andrés González Carmona no sólo es un

excelente compañero sino que, sobre todo, es un gran amigo.

El discurso de ingreso que voy a tener el honor de presentar versa sobre

el desarrollo del problema de estimación en sistemas estocásticos lineales dis-

cretos. Mi propósito con esta elección es realizar un resumen de algunos de

los aspectos del trabajo que, desde distintos ángulos, ha desarrollado en los

últimos años el grupo de investigación que dirijo. Puesto que tengo el con-
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vencimiento de que una parte de lo que uno es y alcanza pertenece a todos

aquellos que han contribúıdo a su consecución, deseo expresar mi más sincera

gratitud a todos los integrantes del grupo por su colaboración; en especial

a mi amiga y compañera, la profesora Aurora Hermoso Carazo, por su con-

tinuo est́ımulo y desinteresado apoyo en todas las facetas de mi trayectoria

universitaria.

1 Estimación de mı́nimos cuadrados en sis-

temas discretos

1.1 El origen del método de mı́nimos cuadrados

Desde tiempos remotos, la interpretación de las observaciones y la posibi-

lidad de realizar predicciones sobre fenómenos reales ha suscitado un especial

interés en la comunidad cient́ıfica. En su texto The Exact Sciences in An-

tiquity (1952), el matemático y astrónomo O. Neugebauer indica que ya en

tiempos de los babilonios se utilizó una forma elemental de series de Fourier

con objeto de predecir ciertos fenómenos celestes. Ahora bien, los inicios de

una teoŕıa de estimación como tal, en la que se reconoce la importancia de

los errores de las observaciones y se estudia la forma de minimizar diferentes

funciones de error, datan de 1632 y pueden atribuirse a Galileo Galilei (1564-

1642), nombre estrechamente relacionado, en este y otros muchos aspectos,

con la revolución cient́ıfica del Renacimiento.

Sin embargo, los primeros est́ımulos para el desarrollo formal de la Teoŕıa

de Estimación no se dieron hasta finales del siglo XVIII y fueron motivados
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por estudios astronómicos en los cuales, utilizando datos de medidas de teles-

copios, se analizó el movimiento de cuerpos celestes, planteándose el problema

de estimación de los parámetros que caracterizan dicho movimiento. En 1795,

con solo 18 años, K. F. Gauss (1777-1855) utilizó por primera vez el método

de mı́nimos cuadrados para dar solución a este problema.

Posteriormente, de manera más concreta, el d́ıa de Año Nuevo de 1801, el

astrónomo italiano G. Piazzi (1746-1826) descubrió el asteroide Ceres desde

un observatorio de Palermo, antes de que su desplazamiento produjera la

ocultación definitiva pocas semanas más tarde. Aunque fueron muchos los

cient́ıficos que intentaron estimar la trayectoria de Ceres en el transcurso

de ese año, la mayoŕıa de las evaluaciones fueron inútiles; el único procedi-

miento lo suficientemente preciso para permitir al astrónomo alemán F. Zach

(1754-1832) reencontrar a Ceres al final del año fue el método de mı́nimos

cuadrados de Gauss.

La descripción detallada del uso del método de mı́nimos cuadrados pro-

puesto por Gauss para la estimación de los seis coeficientes que determinaron

de forma exacta la órbita eĺıptica del asteroide Ceres no fue publicada hasta

1809, en el segundo volumen de su obra sobre mecánica celeste, Theoria

Motus Corporum Coelestium.

De forma independiente, el método de mı́nimos cuadrados hab́ıa sido

publicado en 1806 por el francés A. M. Legendre (1752-1833) en su libro

Nouvelles méthodes pour la determination des orbites des comètes, lo que

suscitó gran controversia durante el siglo XIX respecto al verdadero autor del
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método; a pesar de ello, los historiadores han encontrado suficiente evidencia

para dar prioridad a Gauss como inventor del mismo.

Aunque la aplicación emṕırica del método de mı́nimos cuadrados hab́ıa

sido propuesta y realizada por Gauss y Legendre, fue P. S. Laplace (1749-

1827) quien, en 1812, en su Théorie analytique des probabilités, presentó la

demostración formal del mismo. Posteriormente, en 1821, Gauss desarrolló

una variante recursiva que permit́ıa corregir un estimador previo tras una

nueva observación, sin necesidad de repetir los cálculos; más tarde, en 1826,

presentó una primera versión del famoso resultado conocido con el nombre de

Teorema de Gauss-Markov que afirma que el estimador de mı́nimos cuadrados

es el de menor varianza en la clase de estimadores lineales e insesgados.

La introducción del método de mı́nimos cuadrados supuso un importante

avance cient́ıfico y una v́ıa innovadora de conexión entre las ciencias teóricas y

las experimentales, proporcionando una técnica de estimación universalmente

aceptada, que aún en la actualidad se usa frecuentemente para la resolución

de numerosos problemas prácticos.

1.2 Mı́nimos cuadrados y procesos estocásticos

Después de los trabajos pioneros de Gauss y Legendre, no surgen nuevos

enfoques del problema de estimación durante aproximadamente un siglo,

hasta que K. Pearson (1857-1936) propone, alrededor de 1895, el método

de los momentos para la estimación de parámetros. Aunque prácticamente

carente de justificación teórica, este método fue extensamente utilizado hasta

que R. A. Fisher (1890-1962), en 1912, formula el método de máxima verosimi-
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litud, una de las técnicas de estimación más ampliamente investigada y, aún

en nuestros d́ıas, de mayor aplicación práctica.

A finales de los años treinta del siglo XX, la Teoŕıa de Probabilidad y Pro-

cesos Estocásticos hab́ıa avanzado lo suficiente como para permitir formular

y abordar los problemas de estimación desde un nuevo punto de vista. Los

primeros trabajos sobre la aplicación del método de mı́nimos cuadrados en

el campo de los procesos estocásticos datan de la década de los cuarenta del

siglo XX y se deben, fundamentalmente, a A. N. Kolmogorov (1903-1987),

M. G. Krein (1907-1989) y N. Wiener (1894-1964). En 1939, Kolmogorov

consideró procesos estacionarios en tiempo discreto y, motivado por algunos

trabajos de H. Wold (1908-1992), proporcionó un tratamiento comprensivo

del problema de predicción para tales procesos. Krein, en 1945, demostró

que los resultados de Kolmogorov pod́ıan extenderse a procesos en tiempo

continuo mediante el uso de una simple transformación bilineal.

Los objetivos y, consecuentemente, los resultados obtenidos por Wiener

fueron independientes de los de Kolmogorov y Krein. Motivado por la falta en

los trabajos anteriores de fórmulas espećıficas para la obtención del predictor

óptimo, fórmulas obviamente necesarias en las aplicaciones, Wiener, en 1942,

replanteó el problema de predicción lineal en tiempo continuo y proporcionó

soluciones expĺıcitas para su cálculo; dichos resultados no fueron publicados

hasta 1949.

En su estudio, Wiener consideró observaciones escalares, intervalos de

observación semiinfinitos y supuso que la señal a estimar y el ruido de las ob-
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servaciones eran procesos conjuntamente estacionarios. Bajo estas hipótesis,

basándose en las funciones de covarianzas de la señal y el ruido, y utilizando

métodos variacionales, Wiener concluyó que la función impulso-respuesta

del estimador de mı́nimos cuadrados era la solución de una ecuación que él

mismo y E. Hopf hab́ıan resuelto previamente, en 1931, usando técnicas de

factorización espectral, la denominada desde entonces ecuación de Wiener-

Hopf.

En los años que siguieron a la publicación del trabajo de Wiener hubo

diversos intentos de generalizar sus resultados para cubrir la estimación de

procesos estacionarios a partir de intervalos de observación finitos, aśı como

para estimar procesos no estacionarios. Aunque hubo algunas aportaciones

importantes relacionadas con estas extensiones, la mayoŕıa de las contribu-

ciones no fueron más que pequeñas variaciones o estudio de casos particulares

de los resultados existentes.

Además, como indica Kailath (1974), existen otras razones que hacen que

los resultados teóricos obtenidos en este periodo no resultaran totalmente

satisfactorios:

i) Su aplicación práctica era bastante dif́ıcil, requiriendo a menudo deter-

minar la solución de complicadas ecuaciones diferenciales y algebraicas

auxiliares y el cálculo de ráıces de polinomios.

ii) La actualización de los estimadores no era fácil cuando aumentaba el

intervalo de observación.

iii) No pod́ıan adaptarse convenientemente al caso de señales u observa-
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ciones vectoriales.

Los dos últimos inconvenientes mencionados tuvieron una marcada rele-

vancia en relación con los problemas de determinación de órbitas de satélites,

ya que en ellos se presentan habitualmente observaciones vectoriales de al-

gunas combinaciones de la posición y velocidad, además de disponer de un

gran número de datos que aumenta secuencialmente, requiriendo una rápida

actualización de los estimadores. Estos inconvenientes fueron determinantes

para el avance de una investigación fuertemente motivada por su aplicación

práctica a los problemas de estimación de estados dinámicos que aparecieron

con la llegada de la era espacial.

1.3 Algoritmos de estimación en sistemas gaussianos

Después de algunas soluciones previas a los problemas anteriormente men-

cionados (entre las que cabe destacar las aportaciones de P. Swerling, en

1959, en relación con el problema de la recursividad), R. E. Kalman de-

sarrolló en 1960 un algoritmo de estimación recursivo que parećıa especial-

mente diseñado para abordar el problema de determinación de órbitas de

satélites. Su aplicación a la estimación de trayectorias en el programa Apolo

desarrollado en el Centro de Investigación Ames de la NASA contribuyó sig-

nificativamente a una exitosa inserción en la órbita de la Luna.

A diferencia de la formulación convencional del problema de estimación

propuesta por Wiener, basada en el conocimiento de la función de covarianzas

de la señal a estimar y del ruido de la observación, Kalman considera que

el proceso señal es la salida de un sistema dinámico lineal discreto generado
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por un ruido blanco, lo que se conoce como modelo de espacio de estados. El

problema de estimación se plantea aśı sobre la base de dos ecuaciones con la

estructura que se describe a continuación.

Ecuación del estado

Es una ecuación vectorial en diferencias, también denominada ecuación de

transición, que describe la evolución de la señal en el tiempo:

x(k + 1) = Φ(k + 1, k)x(k) + Γ(k + 1, k)w(k), k ≥ 0; x(0) = x0,

donde {x(k); k ≥ 0} es el proceso estocástico n-dimensional que representa

el estado del sistema. El ruido, {w(k); k ≥ 0}, es un proceso estocástico

r-dimensional; el vector w(k) representa la perturbación aleatoria del estado.

Las matrices determińısticas Φ(k + 1, k) y Γ(k + 1, k) se denominan ma-

triz de transición del estado y matriz de transición o de ponderación de la

perturbación aleatoria, respectivamente.

Ecuación de la observación

Es una ecuación vectorial que describe la relación entre el estado que se desea

estimar y la medida que en cada instante se dispone del mismo:

y(k) = H(k)x(k) + v(k), k ≥ 0

donde {y(k); k ≥ 0} es el proceso estocástico m-dimensional que representa

las medidas u observaciones del sistema. El ruido, {v(k); k ≥ 0}, es un

proceso estocástico m-dimensional; el vector v(k) representa la perturbación

aleatoria de la observación. La matriz determińıstica H(k) se denomina

matriz de medidas o de observaciones.
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La formulación expĺıcita de Kalman para la resolución del problema de

estimación exige las hipótesis de gaussianidad e independencia mutua de los

ruidos y el estado en el instante inicial. Concretamente, sobre los ruidos y el

estado inicial se imponen las siguientes hipótesis:

- El estado inicial, x0, es un vector aleatorio n-dimensional gaussiano con

media cero y matriz de covarianzas E[x0x
T
0 ] = P0.

- El proceso {w(k); k ≥ 0} es una sucesión ruido blanco gaussiana,

centrada, con matrices de covarianzas E[w(k)wT (k)] = Q(k), k ≥ 0.

- El proceso {v(k); k ≥ 0} es un proceso ruido blanco gaussiano, cen-

trado y con covarianzas E[v(k)vT (k)] = R(k), k ≥ 0, siendo R(k) una

matriz definida positiva.

- El estado inicial, x0, y los ruidos, {w(k); k ≥ 0} y {v(k); k ≥ 0}, son

mutuamente independientes.

Bajo estas condiciones, se obtiene un algoritmo recursivo, el conocido filtro de

Kalman, consistente en un conjunto de ecuaciones en diferencias (ecuaciones

diferenciales en el caso continuo, desarrollado posteriormente por Kalman

y Bucy en 1961), incluyendo una ecuación de Riccati para la covarianza

del error de estimación, que proporciona una medida de la bondad de la

estimación.

El filtro óptimo, x̂(k/k), viene dado por la relación

x̂(k/k) = Φ(k, k − 1)x̂(k − 1/k − 1)

+K(k) [y(k)−H(k)Φ(k, k − 1)x̂(k − 1/k − 1)] , k > 0,

x̂(0/0) = K(0)y(0),
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donde K(k) es una matriz n×m, denominada matriz de ganancia del filtro,

que satisface

K(k) = P (k/k − 1)HT (k)
[
H(k)P (k/k − 1)HT (k) +R(k)

]−1
, k ≥ 0.

Las matrices de covarianzas de los errores de filtrado, P (k/k), y predicción,

P (k/k − 1), verifican

P (k/k) = [I −K(k)H(k)]P (k/k − 1), k ≥ 0,

P (k/k − 1) = Φ(k, k − 1)P (k − 1/k − 1)ΦT (k, k − 1)

+Γ(k, k − 1)Q(k − 1)ΓT (k, k − 1), k > 0,

P (0/− 1) = P0.

Este algoritmo determina la media a posteriori del estado en cada ins-

tante, dadas las observaciones hasta dicho instante; esto es, el filtro óptimo

bajo pérdidas cuadráticas y, en general, bajo funciones de pérdida admisibles.

La consideración por Kalman de un modelo de estados para la señal vino

a dar solución a los principales inconvenientes que planteaba la formulación

original de Wiener para lograr una solución eficiente del problema de esti-

mación; de hecho, el desarrollo del filtro de Kalman supuso una importante

revolución en esta investigación, y numerosas aplicaciones, modificaciones y

extensiones del mismo han contribuido a la existencia de una amplia lite-

ratura sobre el tema.

Una de las principales ventajas de la formulación (y consiguiente re-

solución del problema) de Kalman sobre la clásica de Wiener es la eficiencia

computacional que conlleva el uso de algoritmos recursivos, que actualizan
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la nueva información sin necesidad de rehacer los cálculos desde el inicio. A

finales de la década de los setenta del siglo XX comienzan a aparecer diver-

sas contribuciones que retoman la formulación de Wiener para abordar el

problema de estimación de señales con función de covarianzas factorizable

(Nakamori y Sugisaka (1977, 1978)). A diferencia de la metodoloǵıa usada

por Wiener para la resolución de la ecuación de Wiener-Hopf, estos traba-

jos utilizan un argumento invariant embedding, que permite resolver esta

ecuación en el dominio del tiempo, dando lugar a algoritmos de estimación

recursivos que pueden aplicarse a señales tanto estacionarias como no esta-

cionarias.

1.4 Algoritmos de estimación en sistemas no gaussianos

Tanto la formulación del filtro de Kalman, basado en el conocimiento

del modelo de espacio de estados, como la de los de tipo Wiener, basados

en información de covarianzas, exigen que la distribución conjunta de la

señal y las observaciones sea gaussiana y, bajo esta condición, se obtienen

algoritmos recursivos que proporcionan, como ya se ha indicado, el filtro

óptimo bajo pérdidas cuadráticas y, en general, bajo cualquier función de

pérdida admisible.

Aunque estos algoritmos han sido aplicados con gran éxito a numerosas

situaciones prácticas, existe un considerable número de problemas reales en

los que una descripción realista de la situación conlleva la no gaussianidad de

la distribución conjunta de la señal a estimar y las observaciones disponibles;

en tales casos, los mencionados algoritmos solo proporcionan el estimador de
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menor error cuadrático medio en la subclase de estimadores lineales.

En general, la determinación del estimador óptimo en sistemas no gaus-

sianos requiere el uso de técnicas bayesianas, y conlleva una dificultad com-

putacional que motiva la necesidad de buscar aproximaciones subóptimas

que subsanen este inconveniente. Un camino natural para ello es restringir la

clase de estimadores considerados y buscar el óptimo en la clase restringida.

Una de las soluciones más simple y eficiente desde el punto de vista com-

putacional al problema de estimación en sistemas lineales no gaussianos es,

sin duda, la estimación lineal, pero esta puede mejorarse significativamente

considerando funciones polinómicas de las observaciones. En este sentido,

cabe destacar los trabajos realizados en la década de los noventa del siglo

XX por un equipo de investigadores de la Universidad de La Sapienza (Roma)

sobre estimación cuadrática y polinomial de grado arbitrario en sistemas li-

neales con ruidos aditivos no gaussianos (De Santis et al. (1995), Carravetta

et al. (1996)). La efectividad de los estimadores polinomiales frente a los li-

neales ha quedado suficientemente probada mediante su aplicación a diversos

problemas de procesamiento de señales, como predicción, detección y control,

aśı como a problemas de restauración de imágenes (Uppala y Shar (1997),

Laakso et al. (2000) y Dalla Mora et al. (2001), entre otros).
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2 Algoritmos de estimación para modelos con

fallos aleatorios en las medidas

Tanto el algoritmo de filtrado de Kalman y sus extensiones como los

algoritmos de tipo Wiener solo son aplicables a sistemas estándar, en los

que la observación es una función lineal de la señal perturbada por un ruido

aditivo.

Sin embargo, en muchas ocasiones, como, por ejemplo, cuando se utilizan

redes de comunicación o redes de sensores, tanto los mecanismos de medidas

como los de transmisión de las observaciones al procesador están sujetos

a fallos eventuales que pueden provocar que las observaciones procesadas

en la estimación no coincidan con las reales en cada instante. Los tipos

de fallo más frecuentes son que las observaciones procesadas no contengan

información sobre la señal y sean únicamente ruido, que se produzcan retrasos

en la recepción de las medidas reales e, incluso, que las medidas en ciertos

instantes de tiempo se pierdan definitivamente.

A la hora de abordar el problema de estimación, estos inconvenientes

obligan a considerar una nueva modelización de las medidas, incluyendo

parámetros aleatorios adicionales en la ecuación de observación, lo que hace

inaplicables los algoritmos de estimación convencionales.

Los nuevos modelos de observación introducidos con objeto de describir

fallos aleatorios en las medidas hacen que los sistemas asociados sean siempre

no gaussianos y, como ya se ha indicado, la dificultad computacional que
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conlleva la determinación del estimador óptimo en tal situación obliga a que

sea necesario acudir a la determinación de estimadores subóptimos fácilmente

calculables mediante algoritmos recursivos.

Comentamos seguidamente algunos de los modelos de fallos aleatorios

que han sido objeto de estudio en las últimas décadas, centrándonos funda-

mentalmente en los resultados propuestos para dar solución al problema de

estimación en tales modelos.

2.1 Sistemas lineales con observaciones inciertas

El problema de estimación de señales aleatorias a partir de observaciones

ruidosas ha sido ampliamente estudiado bajo la hipótesis de que, en cualquier

instante de tiempo, la señal que se desea estimar está presente en las obser-

vaciones con probabilidad uno; es decir, la perturbación de las observaciones

se debe únicamente a la presencia de ruidos aditivos. Sin embargo, como ya

se ha indicado, existen situaciones reales en las que el mecanismo de medi-

das puede interrumpirse esporádicamente de forma aleatoria de modo que,

en cada instante de tiempo, la observación puede no contener a la señal y

consistir únicamente en ruido con una probabilidad positiva, denominada

probabilidad de falsa alarma.

Los sistemas que modelizan estas situaciones se denominan sistemas con

observaciones inciertas y, en ellos, la ecuación de observación no solo está

afectada por un ruido aditivo, sino que incluye también una componente

ruido multiplicativa, descrita por una sucesión de variables aleatorias de

Bernoulli, cuyos valores uno o cero indican, respectivamente, la presencia
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o ausencia de señal en la observación correspondiente. Espećıficamente, el

modelo de observación está definido por:

y(k) = γ(k)H(k)x(k) + v(k), k ≥ 0,

donde {γ(k); k ≥ 0} es una sucesión de variables de Bernoulli con probabi-

lidades P [γ(k) = 1] = p(k), ∀k ≥ 0. Por tanto, la probabilidad de falsa

alarma, esto es, la probabilidad de que la observación y(k) sea únicamente

el ruido, v(k), es 1− p(k).

Debe indicarse que la inclusión en este modelo de las variables de Bernoulli

para describir la incertidumbre, esto es, la componente aleatoria multiplica-

tiva de la ecuación de observación, hace que la distribución conjunta de la

señal y las observaciones no sea gaussiana y, por tanto, el estimador óptimo

de mı́nimos cuadrados no es una función lineal de las observaciones.

Nahi (1969) planteó por vez primera el problema de estimación a partir de

observaciones inciertas considerando, como Kalman, un modelo de estados

para la señal. Concretamente, Nahi abordó el problema de filtrado lineal

de menor error cuadrático medio, deduciendo un algoritmo recursivo, con

estructura análoga a la del filtro de Kalman, para la determinación del filtro

lineal óptimo, bajo los supuestos de que las variables de Bernoulli que des-

criben la incertidumbre son independientes y los ruidos aditivos del sistema

son blancos y mutuamente independientes.

Más tarde, Jaffer y Gupta (1971) abordaron el problema de estimación

óptima en este tipo de sistemas, concluyendo que el cálculo del estimador

óptimo requiere un crecimiento exponencial de memoria, lo que hace que su
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obtención no sea simple desde el punto de vista computacional. Este incon-

veniente motivó y sigue motivando el desarrollo de una amplia investigación

en el problema de estimación a partir de observaciones inciertas, enfocada

fundamentalmente a la obtención de soluciones subóptimas bajo diversas

hipótesis sobre la señal y los procesos ruido que intervienen en el modelo.

El tratamiento de situaciones prácticas en las que la incertidumbre de

las observaciones no puede representarse por variables aleatorias indepen-

dientes fue abordado inicialmente por Jackson y Murthy (1976) y Hadidi

y Schwartz (1979) quienes, considerando distintos modelos de dependencia

para las variables de Bernoulli, establecieron también algoritmos recursivos

para la obtención del filtro lineal de menor error cuadrático medio.

Otra extensión interesante del filtro de Nahi es la obtenida por Hermoso-

Carazo y Linares-Pérez (1994), en la que se suprime la hipótesis de indepen-

dencia de los ruidos aditivos de la ecuación de la señal y de la observación,

ya que la misma en ocasiones puede ser irreal como, por ejemplo, en el caso

de sistemas de control con retroalimentación, en los que la evolución de la

señal puede estar influenciada por las observaciones en instantes anteriores.

Por otra parte, con objeto de mejorar las estimaciones proporcionadas

por el algoritmo de filtrado lineal de Nahi, en Caballero-Águila et al. (2003),

se abordó el problema de estimación polinomial de grado arbitrario; este

estudio constituyó la base para la posterior generalización al caso en que la

incertidumbre de las observaciones está descrita por variables de Bernoulli

no independientes, considerando el modelo de dependencia desarrollado por
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Hadidi y Schwartz (Carravetta y Mavelli (2004)).

En los últimos años, la investigación en sistemas con observaciones incier-

tas se ha centrado especialmente en el problema de estimación desde la pers-

pectiva del filtrado de Wiener; esto es, cuando no se dispone de un modelo de

espacio de estados, sino exclusivamente de las funciones de covarianzas de la

señal y de los ruidos (aditivo y multiplicativo) de la ecuación de observación.

Concretamente, la hipótesis básica es que la función de covarianzas de la

señal a estimar es factorizable, hipótesis que se satisface tanto por señales

estacionarias (como consideró inicialmente Wiener) como no estacionarias y,

en particular, por señales que puedan representarse mediante un modelo de

estados.

Los resultados bajo esta perspectiva cubren, por tanto, el campo de apli-

cación de los algoritmos basados en el conocimiento del modelo de espacio

de estados, como el filtro de Nahi y extensiones del mismo. La principal

ventaja de este tratamiento es que, manteniendo la propiedad de recursivi-

dad, caracteŕıstica esencial de los algoritmos obtenidos cuando se conoce la

ecuación que representa la evolución de la señal, los algoritmos basados en

covarianzas no requieren la identificación previa de dicho modelo.

Las primeras aportaciones en esta ĺınea son una serie de algoritmos re-

cursivos para la resolución del problema de estimación lineal considerando

modelos de observación más generales que el de Nahi; por ejemplo, incluyendo

ruidos aditivos no necesariamente blancos y no necesariamente indepen-

dientes de la señal.
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Respecto a la independencia de las variables de Bernoulli que modelizan la

incertidumbre, aunque esta hipótesis es válida en muchas situaciones prácticas,

no siempre es realista, y se precisan algoritmos de estimación espećıficos

aplicables a tales situaciones. Las distintas estructuras de dependencia para

dichas variables permiten cubrir, por ejemplo, sistemas con diferentes cade-

nas de transmisión con distintas probabilidades de incertidumbre, en los que

la señal es transmitida aleatoriamente por una de ellas. Asimismo, se han

podido considerar sistemas en los que el número máximo de observaciones

consecutivas sin información sobre la señal está acotado, como ocurre, por

ejemplo, en sistemas de transmisión con sensores stand-by programados para

ser automáticamente reemplazados al detectar la anomaĺıa.

La investigación, bajo dichas estructuras de dependencia de las variables

que describen la incertidumbre, se inició con el problema de estimación lineal

y, posteriormente, se obtuvieron también algoritmos recursivos de estimación

polinomial de grado arbitrario que, como ocurre en los sistemas no afectados

por incertidumbre, proporcionan una clara mejora frente a los estimadores

lineales.

En todos los trabajos a los que se ha hecho referencia anteriormente, se

supone que las observaciones disponibles para la estimación proceden de un

único sensor o de varios con las mismas caracteŕısticas de incertidumbre y,

por tanto, un único ruido multiplicativo es utilizado para describir la pre-

sencia o ausencia de la señal en las observaciones de los distintos sensores.

Sin embargo, hoy d́ıa, y con un desarrollo creciente, muchos sistemas reales

disponen de redes de sensores, que pueden tener diferentes caracteŕısticas de
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incertidumbre.

Considerando que el modelo de estados para la señal es conocido, el

problema de estimación lineal mı́nimo cuadrática a partir de observaciones

inciertas procedentes de múltiples sensores fue abordado inicialmente bajo

el supuesto de que cada sensor puede fallar en cualquier instante de tiempo,

independientemente de los otros sensores (Hounkpevi y Yaz (2007a)). Re-

cientemente, este estudio ha sido generalizado en una doble dirección: por

una parte, se ha supuesto que la incertidumbre en cada sensor está mode-

lizada por variables correladas en instantes consecutivos y, por otra, no solo

se han establecido algoritmos recursivos para el problema de estimación li-

neal, sino también algoritmos para la obtención de estimadores cuadráticos

(Caballero-Águila et al. (2011)).

En lo que se refiere a la estimación basada en información de covarianzas

y observaciones procedentes de múltiples sensores, los resultados alcanzados

hasta este momento se concretan en un algoritmo de estimación lineal cuando

la incertidumbre en cada sensor está descrita por variables de Bernoulli corre-

ladas en instantes consecutivos (Jiménez-López et al. (2008)).

2.2 Sistemas con retraso aleatorio en las observaciones

En numerosos sistemas reales puede ocurrir que, en el instante en que se va

a realizar la estimación, las medidas de la señal no estén actualizadas. Existen

diversas causas que pueden provocar retrasos en la recepción de las medidas

como, por ejemplo, congestión en las redes de comunicación o inaccesibilidad

de datos durante ciertos instantes de tiempo por cualquier tipo de fallo en el
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mecanismo de transmisión. En estas situaciones, la medida procesada para

estimar la señal en un instante de tiempo puede no ser la medida real de la

misma.

En algunas ocasiones, los errores debidos a los retrasos en la transmisión

han sido tratados como errores en las mediciones e inclúıdos en los ruidos

aditivos, y la estimación se ha abordado como en la situación convencional

de medidas actualizadas. Sin embargo, bajo este tratamiento, los resultados

obtenidos no han sido satisfactorios, dando lugar a representaciones inexactas

de las verdaderas trayectorias de la señal.

Existen también situaciones en las que los retrasos se pueden interpretar

como constantes predeterminadas o como funciones determińısticas conoci-

das del tiempo. No obstante, debido a la incertidumbre sobre las numerosas

causas que pueden provocar los retrasos en situaciones prácticas generales,

estas suposiciones no son siempre válidas y, usualmente, surge la necesidad

de interpretar los retrasos como fenómenos aleatorios. Esta interpretación

conlleva la necesidad de remodelizar las ecuaciones que describen las obser-

vaciones, lo que se realiza mediante la introducción de variables aleatorias

adicionales en el modelo de observación.

Los primeros trabajos que contemplan la posibilidad de retraso aleatorio

en las observaciones consideran que este no excede un periodo muestral, y esta

situación se aborda comúnmente suponiendo que la observación procesada

en cada instante es la última disponible; esto es, la observación real en dicho

instante, si no ha habido retraso, o la observación del instante anterior si lo
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ha habido. Para describir este hecho, el retraso se modeliza mediante una

sucesión de variables de Bernoulli; en cada instante de tiempo, el valor uno

de la variable de Bernoulli indica que existe un retraso en dicho instante

y, consecuentemente, la medida procesada es la medida real en el instante

anterior, mientras que el valor cero refleja la ausencia de retraso y, por tanto,

la medida procesada coincide con la real en dicho instante de tiempo:

ỹ(k) = (1− γ(k))y(k) + γ(k)y(k − 1), k ≥ 1; ỹ(0) = y(0),

donde y(k) es la medida real en el instante k y {γ(k); k ≥ 1} es la sucesión

de variables de Bernoulli que modeliza el retraso.

Como en el caso de observaciones inciertas, la inclusión de variables

aleatorias para modelizar el retraso hace que este tipo de sistemas no sea

gaussiano y que la obtención del estimador óptimo requiera un crecimiento

exponencial de memoria. Aśı, la investigación del problema de estimación en

estos sistemas se ha centrado desde su inicio en la búsqueda de estimadores

subóptimos.

En el contexto del filtrado de Kalman, esto es, supuesto el conocimiento

de un modelo de estados para la señal, la investigación se ha dirigido fun-

damentalmente a la obtención de algoritmos recursivos para dar solución,

usando distintas metodoloǵıas, al problema de estimación lineal (Yaz y Ray

(1998), Su y Lu (2001)). En situaciones en las que solo se dispone de in-

formación sobre las covarianzas del proceso señal y los ruidos que definen

el modelo de observación, también se han establecido algoritmos recursivos

para el problema de estimación lineal y, además, se ha dado solución a los
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problemas de estimación recursiva cuadrática y, en general, polinomial de

grado arbitrario (Hermoso-Carazo y Linares-Pérez (2008), Caballero-Águila

et al. (2010a)).

En esta última ĺınea, las primeras aportaciones consideran un modelo

simple en el que las hipótesis sobre el sistema son bastante restrictivas; con-

cretamente, suponen que la señal y el ruido aditivo de la observación son inde-

pendientes y las variables de Bernoulli que modelizan el retraso son también

independientes. La investigación subsiguiente se ha centrado en la elimi-

nación de la hipótesis de independencia de este modelo básico de retraso con

objeto de considerar sistemas que se adapten de forma más conveniente a

distintas situaciones reales.

Por ejemplo, se han considerado modelos en los que las variables que

describen el retraso son correladas en instantes consecutivos y, más general-

mente, en instantes distanciados por un tiempo fijo arbitrario. Estos modelos

de dependencia permiten considerar situaciones en las que el número de re-

trasos consecutivos está acotado y, en particular, contextos en los que dos

observaciones consecutivas no pueden estar retrasadas; con ello se cubren,

como en el caso de observaciones inciertas, sistemas de transmisión con sen-

sores stand-by programados para ser reemplazados de forma automática al

detectar un retraso.

Otra cuestión de indudable interés en la investigación en sistemas con

observaciones aleatoriamente retrasadas es la consideración de modelos de

retraso que excedan un periodo muestral. La gran simplicidad de la for-
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mulación realizada en el caso de observaciones afectadas por retraso de un

periodo muestral, permite su extensión directa para considerar retrasos que

excedan dicho periodo, sin más que introducir un número conveniente de

sucesiones de variables de Bernoulli para describir si las observaciones están

actualizadas o están retrasadas uno, dos o, en general, un número arbitrario,

aunque fijo, de periodos muestrales.

Por otra parte, y en lo que respecta al problema de estimación a partir

de observaciones retrasadas procedentes de múltiples sensores con diferentes

caracteŕısticas de retraso, las primeras investigaciones tratan el problema de

estimación lineal, suponiendo el modelo de estados de la señal conocido y

que el retraso no excede de un periodo muestral (Hounkpevi y Yaz (2007b)).

Utilizando información de covarianzas y bajo la misma suposición sobre el

retraso, también se han obtenido algoritmos recursivos para el problema de

estimación lineal. Recientemente, este estudio ha sido generalizado para en-

globar modelos de observación que en cada sensor contemplan la posibilidad

de retrasos de uno o dos periodos muestrales (Linares-Pérez et al. (2009)).

Indicamos, por último, que otro fallo frecuente, cuando las observaciones

de una señal se transmiten a través de cadenas de comunicación inseguras,

como ocurre usualmente en aplicaciones a la radiofońıa, es la pérdida defini-

tiva de ciertas medidas. En los últimos años, fundamentalmente motivado

por las aplicaciones a control de sistemas, se ha desarrollado un creciente in-

terés por la adaptación de los algoritmos de estimación convencionales para

contemplar la posibilidad de pérdidas aleatorias de medidas.
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Los primeros estudios que contemplan la posibilidad de observaciones

perdidas, que en ningún momento estarán disponibles para la estimación,

tratan el problema en un contexto de observaciones retrasadas, admitiendo

la posibilidad de un retraso infinito (Matveev y Savkin (2003), Schenato

(2006)).

En 2007, Sahebsara, considerando que el modelo de estados de la señal es

conocido, realizó un estudio unificado del problema de estimación en sistemas

con observaciones inciertas y sistemas con observaciones afectadas por un

retraso aleatorio de un periodo muestral (Sahebsara et al. (2007)). Para la

unificación del estudio, el sistema con observaciones retrasadas se remodeliza

definiendo un modelo de estados para la señal original aumentada con la señal

en el instante previo; de esta forma, se consigue un sistema con la misma

estructura que los sistemas con observaciones inciertas. Esta formulación

unificada permite también tratar sistemas con múltiples pérdidas aleatorias

de observaciones aumentando en este caso la señal en cada instante con la

observación en el instante anterior.

Concretamente, el modelo con múltiples pérdidas aleatorias considerado

por Sahebsara propone usar la última observación procesada si la real no lo

está, lo que se describe, como en las situaciones de incertidumbre y retraso,

mediante una sucesión de variables aleatorias de Bernoulli, cuyos valores uno

y cero indican, en cada instante de tiempo, si la observación está o no perdida

en dicho instante. Esta modelización admite que un número infinito de obser-

vaciones consecutivas estén perdidas, lo cual puede no ser realista en diversas

situaciones prácticas y ha motivado recientemente la introducción de nuevos
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modelos que permiten describir las observaciones perdidas en el contexto de

medidas retrasadas con un tiempo máximo de retraso finito; de esta forma,

se acota también el número máximo de observaciones consecutivas perdidas

(Sun (2009), Caballero et al. (2010b)).

No he pretendido hacer una descripción exhaustiva de todos los posibles

modelos con fallos aleatorios en las medidas que pueden surgir en situaciones

prácticas ni de cómo se ha abordado el problema de estimación en cada caso.

Los objetivos de esta exposición han sido presentar algunas notas históricas

sobre el origen del método de mı́nimos cuadrados y referir la aplicación de

este método en el campo de los procesos estocásticos, destacando especial-

mente la importancia del mismo en la obtención de algoritmos de estimación

en sistemas estocásticos lineales discretos, ĺınea en la que está centrada mi

investigación en los últimos años.
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Hermoso-Carazo, A. y Linares-Pérez, J. (1994). Linear estimation for discre-

te-time systems in the presence of time-correlated disturbances and un-

certain observations. IEEE Trans. on Automatic Control, AC-39 (8),

1636-1638.
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Linares-Pérez, J., Hermoso-Carazo, A., Caballero-Águila, R. y Jiménez-
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views y de diversas revistas internacionales incluidas en JCR-SE (IEEE Transac-
tions on Automatic Control, SIAM Journal Control and Optimization, IIE Tran-
sactions, Applied Mathematics and Computation,…). 

Es colaboradora de ANEP (Área de Matemáticas) como evaluadora de 
proyectos I+D y miembro de diversas comisiones de evaluación (Estancias de 
jóvenes investigadores, Sabáticos, Programa I3). 

 
En su carrera académica, ha ocupado diversos cargos, desde sus comien-

zos como becaria de Plan de Formación de Personal Investigador o Encargada de 
curso, hasta ganar la cátedra de Estadística e Investigación Operativa en el año 
1998. 

Ha sido Coordinadora de la Licenciatura en Ciencias y Técnicas Estadísti-
cas y lo es actualmente del Grado en Estadística de la Universidad de Granada, 
miembro de la Comisión Andaluza encargada de la elaboración del título de Gra-
do en Estadística. Participó en el comité interno de evaluación de la Licenciatura 
en Ciencias y Técnicas Estadísticas de la Universidad de Granada, dentro del 
Plan Andaluz de la Calidad de las Universidades, y ha sido la responsable del 
Contrato Programa para Acciones de Mejora de la calidad docente de la Licen-
ciatura en Ciencias y Técnicas Estadísticas de la Universidad de Granada, inclui-
do en los Planes de Calidad de la Universidad de Granada entre 2001 y 2007, 
siendo miembro del comité de seguimiento y evaluación de las Acciones de Me-
jora de dicha titulación. 

Asimismo forma parte del Consejo Asesor de Enseñanzas de Posgrado y 
de la Comisión de Asuntos Económicos y Normativos de la Escuela Internacio-
nal de Posgrado de la Universidad de Granada. 



3. Comentarios al discurso 
 
 Por lo que respecta al trabajo que ha presentado con motivo de su ingreso 
en la Academia, Estimación mínimo cuadrática en modelos con fallos aleatorios, 
y que Vds. acaban de oír, quiero transmitir en primer lugar mi felicitación a la 
Profesora Linares por su extraordinaria disertación. 
 Debo destacar en el mismo la conjunción de aspectos matemáticos forma-
les, de aspectos computacionales y, especialmente, aspectos aplicados. Son mu-
chas las personas que cuando se refieren a las Matemáticas piensan en una acti-
vidad altamente abstracta. Y siendo cierto, no lo es menos que las realmente fruc-
tíferas, están inspiradas siempre en problemas del mundo real y concreto, que 
tras ser resueltos, sufren un proceso de abstracción que permite aplicar los resul-
tados obtenidos a tipos de problemas que nunca se habían previsto en la solución 
original. 
 A lo largo del discurso la Profesora Linares ha ido exponiendo este tipo de 
construcción de manera tan correcta que nos parece que su desarrollo y su aplica-
ción es evidentemente así y no podía ser de otro modo, pero no es este aspecto 
trivial. Ha presentado sucesivamente las minizaciones de funciones de error (de-
terminísticas) de Galileo, los fundamentales trabajos de Gauss y Legendre, y el 
enfoque con soporte probabilístico de Laplace, que conducen al enfoque estadís-
tico del problema de principios del siglo XX. A partir de los años treinta otros 
avances en la construcción de la teoría de la Probabilidad proporcionan el fun-
damento para un nuevo enfoque del problema basado en los Procesos Estocásti-
cos. 
 Este enfoque se complementa con la aparición de métodos de cálculo elec-
trónico que permiten cada vez más la implementación de algoritmos eficientes 
que se complementa con los avances teóricos. 
 Pues bien, como claramente nos ha explicado, es en la conjunción de todas 
estas consideraciones donde la Profesora Linares ha realizado sus mayores apor-
taciones, considerando los casos, más realistas, en que existe incertidumbre en 
las medidas y esta se modeliza aleatoriamente, o que existen retrasos, también 
modelizados aleatoriamente, en la disponibilidad de las observaciones. En este 
modelo, el más complejo, es en el que la Profesora Linares ha desarrollado su 
mayor actividad, y el que es de mayor aplicabilidad. Los resultados obtenidos y 
la dificultad del fundamento matemático y su aplicación, que no se refleja en la 
exposición, nos permiten asegurar la calidad científica de la nueva académica y 
garantizar el éxito de sus futuros trabajos. 
 
4. Cierre 
 

Sé que la brillante intervención de la Profesora Linares, es el preludio de 
la labor que va a realizar en nuestra Academia y que contribuirá al mejor desarro-
llo de la misma por lo que la bienvenida que le ofrezco en nombre de la Acade-
mia redundará en el beneficio de la institución. 
 
 Muchas gracias 


